
Лекция 9
СИМВОЛЫ ГРАНЕЙ И РЕБЕР 

КРИСТАЛЛОВ

Без документа
даже граням жить 

неудобно

Отдайте наши грани! 
h, k , i и l

вот мои документы!!



Из геометрии известно, что любую 
плоскость можно описать уравнением:

Ax + By + Cz = D.
Для нас наиболее подходящим оказывается
уравнение плоскости в отрезках:

а, в, с – отрезки, 
отсекаемые плоскостью 
на соответствующих осях,
называемые 
параметрами грани. 



• При росте кристалла 
абсолютные значения 
a, b, c изменяются. Но 
благодаря тому, что 
грань (n) перемещается 
параллельно самой 
себе, отношение 
параметров остается 
постоянным:

• a : b : c =  const

Это хорошо, но не достаточно!



Закон 
рациональности 

отношений 
параметров граней 

кристалла:

Двойные отношения размерных
параметров двух любых граней
кристалла равны отношению целых
небольших взаимно простых чисел.



Христиан 
Самуил Вейс 

(1780-1856)



аА=2 см, bА=3 см, cА=1 см;
аВ=1 см, bВ=6 см, cВ=4 см;
аС=4 см, bС=2 см, cС=3 см.

Основной принцип индицирования заключается в 
том, что параметры всех граней измеряются
относительно параметров одной специально 
выбранной грани.



аА=2 см, bА=3 см, cА=1 см;
аВ=1 см, bВ=6 см, cВ=4 см;
аС=4 см, bС=2 см, cС=3 см.



аА=2 см, bА=3 см, cА=1 см;
аВ=1 см, bВ=6 см, cВ=4 см;
аС=4 см, bС=2 см, cС=3 см.



аА=2 см, bА=3 см, cА=1 см;
аВ=1 см, bВ=6 см, cВ=4 см;
аС=4 см, bС=2 см, cС=3 см.



Правила выбора единичной грани



Правила выбора единичной грани

1. Грань должна пересекать 
все координатные оси  в 
соответствии с категорией

а − кубическая,   б − тетрагональная,    
в − гексагональная, г − ромбическая,     
д − моноклинная 

2. Грань должна быть максимально развита
3. Грань должна находится на пересечении как 
можно большего количества зон.



Увеличение индекса 
сопровождается 

уменьшением угла между 
гранью и данной 

координатной осью. 

Если грань параллельна оси, 
соответствующий индекс -
равен бесконечности ∞, что 

неудобно при расчетах. 



Индексы Миллера h, k, l, заключенные в
круглые скобки (h:k:l) без знаков
отношения (которые подразумеваются!),
составляют символ грани кристалла.

Вильям 
Холлоуз Миллер

(1801-1880)

Минерал 
миллерит NiS

(снаружи)

Поэтому английский минералог В. Миллер 
предложил использовать в качестве индексов 

граней обратные величины:

Миллерит внутри



Каждой индивидуальной грани –
свой собственный индекс!

Отдайте нашу посылку! 
h, k , i и l – вот мои документы!



Закон рациональных отношений  носит 
фундаментальный характер



Расчет индексов Миллера 
для граней 

в вышеприведенном примере



Чрезвычайно удобны индексы в плане 
размножения граней элементами симметрии

Символы граней, 
связанных элементами 
симметрии содержат 

одни и те же цифры
в качестве индексов

изменяются только их 

порядок следования 
и знаки



Изменение символов 
граней тетрагонального 
кристалла при повороте

вокруг вертикальной 
оси 4-го порядка

(123)
Символ конкретной грани

{123}
Обобщенный символ 

простой формы

Обобщенный символ 
стараются выбирать в 

положительной области



Для направлений 
используются 
символы Вейса



Если величины а/aе, b/be, c/ce считать параметрами 
грани, измеренными в кристаллографических 
единицах,  уравнение плоскости в отрезках  через 
индексы Миллера можно записать в следующем 
виде:

hx + ky + lz = 0.
Кристаллографическое прочтение уравнения 
плоскости: 
в виде грани кристалла может реализоваться 
только такая плоскость,  коэффициенты при 
текущих координатах которой представлены 
рациональными, взаимно простыми, 
сравнительно небольшими числами. 



Связь между индексом грани и 
индексом принадлежащего ей ребра

Поскольку индекс ребра может быть координатой 
точки, принадлежащей ему, выражение   hx + ky + lz = 0 

можно записать как 

hr + ks + lt = 0
Это фундаментальное уравнение геометрической 
кристаллографии было выведено Вейссом.



Вывод из уравнения Вейсса : зная символы двух 
граней (h1k1l1) и (h2k2l2), можно определить символ 

ребра [rst], по которому они пересекаются.

Для 1-й грани – h1r + k1s + l1t = 0
Для 2-й грани – h2r + k2s + l2t = 0

Такие системы удобно решать с помощью мнемонического 
правила  перекрестного умножения:



Пример :



Две грани определяют реальное или 
возможное ребро (ось зоны) кристалла.

Два ребра определяют  реальную или 
возможную грань кристалла 



Cущность закона Вейсса  -
- закона поясов (зон):

всякая плоскость, параллельная двум 
пересекающимся ребрам кристалла 
(принадлежащая двум его зонам), 

представляет собой 
возможную грань кристалла, 

а всякое направление, параллельное линии 
пересечения двух граней кристалла, 

- его возможное ребро.



Зоной (поясом)
кристалла - это 
совокупность граней 
(таутозональных  
граней), нормали 
которых лежат в одной 
плоскости. Это означает, 
что они пересекаются по  
по параллельным ребрам. 

Зная символы 
пересекающихся граней, 
можно рассчитать символ 
ребра, по которому они 
пересекаются, т.е. 
определить символ зоны.

Проекция таутозональных граней, 
связанных осью 6-го порядка, 

являющейся осью зоны.



Графическое определение символа ребра, являющегося 
пересечением граней (100) и (111) (а-б); (в) – графическое 

определение символа грани, 
в которой лежат ребра [101] и [011]. 



Метод развития зон (поясов), или 
метод Вейса (графическое получение 
возможных граней и ребер кристалла). 

Некоторые следствия из соотношения hr + ks + lt = 0:

В символе любой параллельной координатной оси 
грани, индекс, соответствующий этой оси, равен 
нулю. Например, в символах граней, параллельных оси 
Х, h = 0. Действительно, символ оси Х – [100], 
следовательно, h⋅1 + k⋅0 + l⋅0 = 0, откуда    h = 0. 
Для всех граней, принадлежащих любой из проходящей 
через грань (001) зон, кроме самой грани (001), 
постоянно отношение  h : k = сonst. 



Для символов таутозональных  граней (hkl), 
(h1k1l1), (h2k2l2) существует следующая 

зависимость:.

Например, 
(h1 + h2)r : (k1 + k2)s : (l1 + l2)t = (hkl),

грань, символ которой получен 
простым почленным сложением 

индексов двух других граней, 
принадлежит этой же зоне

Нам нужно прицеливание  и по 
вертикали и по горизонтали чтобы 

… точнее попасть по соседнему 
городу Вашингтонску 

баллистической ракетой

Нужно
2 суммы!



Метод развития зон.
С помощью этого метода можно, не прибегая к промежуточным расчетам, 

получить все возможные грани. Для этого необходимы 3 координатные грани, 
с известными символами (100), (010), (001)  и предварительно выбранная 

единичная – (111)

Зоны рекомендуется проводить в следующей последовательности:
1. через координатные грани – получим зоны координатных осей;
2. через единичную и координатные грани – получим двуединичные грани 

(011), (101), (110);
3. через двуединичные грани – получим грани с символами (112) = (111) + 

(001), (121) = (111) + (010), (211) = (111) + (100) и т.д .



Метод зон –
кристаллографическое 

СУДОКУ!



Схема получения возможных граней кубического 
кристалла методом развития зон



Как найти положение грани с заданным символом?
Найти грань с символом (213) в ромбическом кристалле. Положение
единичной грани фиксируется координатами ϕ° и ρ°. Символ грани следует
представить как сумму символов различных пар (обратная задача к сложению
символов).

На первом этапе всегда фиксируем положение 4-ех граней:
1) единичной (111)
2-4) координатных (в символе
одна единица и 2 нуля).

Обратим внимание, что эти грани
находятся в выходах координатных осей
лишь в прямоугольной системе координат
(в данном случае нам повезло – кристалл
ромбический и задача упрощается).
В случае косоугольной системы грань
(100) ищется по двум нулям – то есть
грань не пересечет ось y и ось z
5) Проводим первые зоны (получаем
двуединичные грани)



Как найти положение грани с заданным символом?
Найти грань с символом (213) в ромбическом кристалле. Положение
единичной грани фиксируется координатами ϕ° и ρ°.

Важный момент – где искать. Важно понимать, что чем больше символ по
какому то направлению, тем ближе грань к этой оси.

То есть (213) ближе всего к 001, 
потом к 100 и дальше всего от 
010. Ищем в этом районе!



Как найти положение грани с заданным символом?
Найти грань с символом (213) в ромбическом кристалле. Положение
единичной грани фиксируется координатами ϕ° и ρ°.

Начинаем играть в расщепление. Расщепив символ (213) двумя способами, 
найдем две такие зоны: (101) + (112) и (001) + (212), на пересечении которых 
находится искомая грань. 

(112) = (111) + (001)
и 

(112) = (101) + (011)

Находим положение  (112)

Одна сумма готова.  
Искомая грань лежит на дуге, 

соединяющей 
(101) и (112). 
Поводим ее. 



Как найти положение грани с заданным символом?
Найти грань с символом (213) в ромбическом кристалле. Положение
единичной грани фиксируется координатами ϕ° и ρ°.

Продолжаем играть в расщепление. Расщепив символ (213) двумя способами, 
найдем две такие зоны: (101) + (112) и (001) + (212), на пересечении которых 
находится искомая грань. 

(212) = (211) + (001)
и 

(212) = (111) + (101)

Находим положение  (212). 

Осталось найти (211). 
Легко!

(211) = (100) + (111)
и 

(211) = (101) + (110). 



Как найти положение грани с заданным символом?
Найти грань с символом (213) в ромбическом кристалле. Положение
единичной грани фиксируется координатами ϕ° и ρ°.

Продолжаем играть в расщепление. Расщепив символ (213) двумя способами, 
найдем две такие зоны: (101) + (112) и (001) + (212), на пересечении которых 
находится искомая грань. 

(212) = (211) + (001)
и 

(212) = (111) + (101)

Наносим положение  (212) 

Проводим зону (212) + (001)
на пересечении с  зоной 

(101) + (112) 
находится наш объект 

поисков. 
Задача решена!



В интерактиве https://geol.msu.ru/tests/inter_2kr/
есть задачи на определение ϕ° и ρ°

Используя метод зон находим координаты точки.
Выписываем широту точки  ρ в поле ответа. В данном 

случае единичная грань нам не нужна 
(предполагается, что мы знаем координаты выхода 

оси 3-его порядка в кубических кристаллах)  



Простейшая задача на метод развития зон

• В качестве единичной грани  (111) удобно выбрать грань 1 общего положения, 
поскольку она принадлежит двум зонам, что облегчает определение символов 
остальных граней, принадлежащих этим же зонам. 

• символ грани 3 однозначен – (001), поскольку она пересекает лишь одну 
координатную ось Z и параллельна двум другим – Х и Y. 

• Грань 4 лежит на пересечении зоны I (k=0), и зоны III, проходящей через выход оси 
Y, где могла располагаться возможная грань (010), и единичную грань 1 (111). Эта 
зона задает отношение  h : l = 1 : 1. Таким образом, грань 4 = (101).



• Символ грани 2, принадлежащей одной зоне II с гранями (001) и (111) и 
находящейся между ними, легко определяется как сумма индексов этих граней: (001) 
+ (111) = (112). 

• Однако истинное положение этой грани можно определить лишь с помощью сетки 
Вульфа методом развития зон при условии, что известны сферические координаты ϕ°
и ρ° единичной грани.

Простейшая задача на метод развития зон



Индицирование гексагональных кристаллов

Особенности индицирования гексагональных 
кристаллов обусловлены принятой для описания 

гексагональных кристаллов 
четырехосной системой координат. 

Обязательное присутствие оси третьего или шестого 
порядков в этой сингонии ведет к появлению еще 

одной горизонтальной оси. 

«Лишняя» ось U полностью эквивалентна осям X и Y. 



Наличие трех осей в одной 
плоскости, другими словами в 

двумерном пространстве, 
делает параметр по третьей 

оси зависимым от двух 
остальных:

h + k +i = 0



ЗАЧЕМ же нужна ось U?



Четырехпозиционные индексы граней, 
связанных осью третьего или шестого порядка 
в явном виде демонстрируют их однотипность. 

Одна форма (без оси U): 150  410  540 фу…
- -

Одна форма (с осью U): 1540 4150  5410  да!
- - -



Схема зон  гексагонального кристалла

Оригинал можно скачать по 
гиперссылке: 

http://cryst.geol.msu.ru/applia
nces/pics/h_zones.jpg

Использование четырехпозиционного символа 
для граней гексагонального кристалла 
кристаллографически интеллигентно

http://cryst.geol.msu.ru/appliances/pics/h_zones.jpg


Индицирование гексагонального 
кристалла

Обратим внимание, что эти 
грани НЕ находятся в 
выходах координатных 
осей.



Что главнее ноль или единица?
Конечно 

0

0 в символе по этому 
направлению  показывает что 
грань не пересекает эту ось!

Грань НЕ
пересекает 
оси x и z



Прежде чем водить хороводы,

подведем итоги



Символы направлений и граней, несмотря на 
свою внешнюю простоту 

обладают 
множеством поразительных достоинств:

1. Позволяют определить с математической 
точностью пространственное расположение как 

относительно координатных осей, так и 
относительно других элементов кристалла 

(граней, ребер и т. д.).



2. Отличать по внешнему виду наиболее 
плотноупакованные грани кристалла, 

соответствующие узловым плоскостям с 
наибольшей ретикулярной плотностью.



3. Выделять эквивалентные атомные ряды или 
плоскости, обладающие одинаковой 

структурой и физическими свойствами.



4. Характеризовать анизотропию кристалла  и 
его симметрию.



5. Рассчитывать углы между  гранями и 
ребрами кристалла. 



Уникальное достоинство этих весьма простых и 
компактных кристаллографических символов благодаря 

учету закономерностей периодического атомного 
строения и соблюдению четких правил индицирования 

граней кристалла, заключается в поразительном 
сочетании  математической точности и  

кристаллографической ёмкости.

Широкое распространение символов в кристаллографии 
не ограничивается индицированием в морфологическом 

аспекте. Система индексов плоскостей и направлений 
оказалась широко востребованной в 

микрокристаллографии в качестве основного 
геометрического инструмента рентгеноструктурного 

анализа и других методов расшифровки структур.



Играем в символы. 
Нужны добровольцы:

3 девочки и 
1 мальчик (можно ленивый)

Будет весело. 
Фото и видеосъемка не возбраняется









В следующий раз

• Вcе про L5
• Красота икосаэдрических групп
• Простые формы икосаэдрической 
симметрии
• На фиг нам эта L5 нужна?
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